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JOHDANTO

amé matematiikan paikallisen opetussuunnitel-

matyon laadintaa tukemaan tarkoitettu materi-

aali on tehty yhteistyossa Opetushallituksen lu-
kion matematiikan opetussuunnitelman perusteiden
tydoryhmén ja Matemaattisten aineiden opettajien ai-
nejarjest6 MAOL:n kanssa. Materiaalin tarkoitus on
tdsmentdd ja avata opetussuunnitelman perusteiden
normiluonteesta johtuvaa varsin tiivistd esitystd. Sen
toivotaan selventdvin perustetyoryhmén ajatuksia si-
séltojen karsimisesta ja rajaamisesta sekd tuovan uusia
ndkokulmia opetuksen suunnitteluun. Tukimateriaali
ei ole velvoittava, vaan ehdotetut toteuttamistavat ja

esimerkit ovat suuntaa antavia.

Uudessa lukion opetussuunnitelman perusteissa on
kuvattu laaja-alainen osaaminen yleisesti ja oppiaine-
kohtaisesti. Paikalliseen opetussuunnitelmaan on
madratty kirjattavaksi, kuinka laaja-alaisen osaamisen
tavoitteet aiotaan toteuttaa eri opintojaksoissa. Tuki-
materiaali avaa sitd, kuinka laaja-alainen osaaminen
voisi ndkyd matematiikan opetuksessa. Matematiikan
luonteesta johtuen, ndyttdd siltd, ettd parhaiten laa-
ja-alaisen osaamisen osa-alueet ovat toteutettavissa
kaikissa opintojaksoissa painottaen kulloinkin tilan-

teeseen sopivaa laaja-alaista osaamista.



Uudet lukion opetussuunnitelman perusteet edellytta-
vit, ettd matematiikan opiskelussa opiskelija kehittyy
hyodyntdamadn tietokoneohjelmistoja ja digitaalisia
tiedonldhteitd oppimisessa, tutkimisessa ja ongelman-
ratkaisussa sekd arvioimaan tietoteknisten vilineiden
hyodyllisyyttd ja kdyton rajallisuutta. Tassd tukimate-
riaalissa esitetddn, kuinka opiskelijan ohjelmistotaitoja
voitaisiin kehittdd opintojen edetessd, ja mitd taitoja ta-
voitellaan. Ohjelmistotaitojen parantaminen tehddan
vaiheittain liittdmadlld ne kulloinkin opintojaksossa
kasiteltyihin siséltoihin. Keskeisena tavoitteena on, et-
ta opiskelija harjaantuu kdyttdméain ohjelmistoja jér-
kevisti ja valitsemaan tilanteeseen parhaiten sopivan
valineen (mm. taulukkolaskenta, symbolinen laskenta,

geometrian ohjelmat).

Tukimateriaalissa ohjelmistotaitojen kuvausten yhtey-
dessa kaytetddn sanoja tutustuu, oppii, osaa ja harjaan-

tuu seuraavissa merkityksissa:

Tutustuu. Opiskelija kohtaa taidon ehkd ensimmaista
kertaa ja oppii sen mahdollisesti my6hemmissd opin-
noissaan. Tdssd kohtaa opintoja tavoitteena voi olla esi-

merkiksi mielenkiinnon herattaminen.

Oppii. Opiskelija harjoittelee taitoa (mahdollisesti) en-

simmaista kertaa.

Osaa. Alemmissa opinnoissa opittua taitoa kehitetdan

mahdollisesti uudessa tilanteessa.



Harjaantuu. Taitoa on harjoiteltu tai harjoitellaan pal-

jon, jolloin osaaminen rutinoituu.

LAAJA-ALAINEN OSAAMINEN
MATEMATIIKASSA

Opetuksessa tutkitaan arkielimdn ja matematiikan
vilisid yhteyksid, hyodynnetdan mahdollisuuksia vah-
vistaa opiskelijan kiinnostusta, itsetuntoa ja tiedon-
hankintaprosesseja sekd kannustetaan opiskelijaa ko-
keiluihin ja sinnikkéddseen tyoskentelyyn. Matematii-
kassa opittavia taitoja sovelletaan omien tavoitteiden
asettamisessa ja paatoksenteossa sekd pohditaan, kuin-
ka matematiikan taitoja voidaan hyodyntda kestavaan
kehitykseen ja ihmiskuntaan liittyvien ongelmien rat-
kaisussa. Ndin vahvistetaan opiskelijan yhteiskunnal-
lista osaamista, eettisyyttd ja ymparistdosaamista seka

hyvinvointiosaamista.

Opetuksen ldhtokohdat valitaan opiskelijoita kiinnos-
tavista aiheista, ilmioistd ja niihin liittyvistd ongelmis-
ta, joita voidaan ratkoa matematiikan avulla. Opetuk-
sessa kdytetddn vaihtelevia tyotapoja, joissa opiskelijat
tyoskentelevit yksin ja yhdessd. Télla vahvistetaan
muun muassa vuorovaikutusosaamista. Opetustavat
valitaan yhdessa opiskelijoiden kanssa. Opetustilan-
teet jarjestetddn siten, ettd ne heréttavat opiskelijan te-
kemiddn havaintojensa pohjalta kysymyksid, oletuksia

ja paatelmia sekd perustelemaan niita.



Matematiikan opiskelu tukee globaali- ja kulttuuri-
osaamisen sekd monitieteisen ja luovan osaamisen
laaja-alaisia tavoitteita. Opiskelijaa ohjataan ymmarta-
madn matematiikan merkitys erilaisissa kulttuureissa
ja historian kehityksessa sekd sen luonne universaalina
kielend. Opiskelija oppii hahmottamaan matemaattis-
ten kisitteiden merkityksid ja tunnistamaan, kuinka
ne liittyvat laajempiin kokonaisuuksiin sekd matema-
tiikassa ettd muissa oppiaineissa. Opiskelijaa rohkais-
taan kdyttimdin matematiikan kieltd ja merkint6ja
sekd ajattelua tukevia kuvia, piirroksia ja vilineita.
Opiskelijaa tuetaan taidossa siirtyd eri matemaattisen
tiedon esitysmuodoista toiseen ilmididen mallintami-
sessa, ongelman ymmartdmisessd ja ratkaisemisessa

sekd tuloksesta keskustelemisessa.

LAAJA-ALAISEN OSAAMISEN
TAITOJEN KEHITTYMINEN
MATEMATIIKASSA

Lukion opetussuunnitelman perusteissa on kuvattu,
miten laaja-alaisen osaamisen osa-alueet sisdltyvit ma-
tematiikan opintoihin, ja ne on huomioitu my6s mate-
matiikan opintojen tavoitteissa. Paikallisessa opetus-
suunnitelmassa laaja-alaisen osaamisen tavoitteita tay-
dennetdén ja konkretisoidaan matematiikan kohdalla
sekd madritellaan, miten eri osa-alueiden tavoitteita

toteutetaan kussakin opintojaksossa.



Matematiikan opinnoissa laaja-alaista osaamista la-
hestytddn tieteenalan lahtokohdista. Laaja-alaisuus
voisi ndkyd matematiikan opetuksessa mm. seuraavil-

la tavoilla:

Opiskelijaa ohjataan tavoitteellisesti tunnistamaan ja
hyodyntdmain omia vahvuuksiaan ja toisaalta kehitta-
miskohteitaan sekd huomaamaan, ettd menestykselli-
nen matematiikan opiskelu vaatii pitkdjanteistd tyon-
tekoa ja sinnikkyyttd. Opetuksessa tuetaan epdvar-
muuden sietokykyd ja vahvistetaan luottamusta, jol-
loin opiskelija oppii arvioimaan my6s omia voimava-
rojaan ja suunnittelemaan ajankayttéd. Opetuksessa
kannustetaan vastuunottoon omasta oppimisesta luo-
malla tyon tekemisen kulttuuri, joka arvostaa omaa ja
muiden osaamista ja sallii erityisosaamista mutta myos
epaonnistumisia. Opiskelutaitojen kehittymista ohja-
taan tavoitteellisesti, jolloin opiskelija omaksuu mate-
matiikan oppimista tukevia kdytanteita. (Hyvinvointi-

osaaminen)

Opetustilanteissa rakennetaan positiivinen, avoin ja
kannustava ilmapiiri tukemaan jokaista opiskelijaa ja
auttamaan heitd saavuttamaan omia tavoitteita, silld
ns. positiivinen kierre imee heikommatkin opiskelijat
mukaan. Turvallinen opiskeluympdristo kannustaa
opiskelijoita keskusteluun, omien ratkaisumenetelmi-
en esittdmiseen ja oman ajattelun sanoittamiseen seka
yhteistyohon, yhdessd tutkimiseen ja oppimiseen.

(Vuorovaikutusosaaminen)



Opetuksessa rohkaistaan opiskelijaa tarkastelemaan
ongelmia uudella tavalla, yhdistelemédan asioita seka
soveltamaan matematiikan menetelmia eri oppiaineis-
sa. Monitieteellinen ldhestymistapa voi motivoida op-
pimaan uutta ja innostaa uteliaisuuteen sekd merkityk-
sien etsimiseen. Opintojen aikana tutustutaan erilai-
siin tiedonhankinnan ja -esittimisen tapoihin digi-
ajassa, ja matematiikan kannalta olennaisten monilu-
kutaidon osa-alueiden (sanallinen, numeerinen, sym-
bolinen, kuvallinen) hallintaa syvennetdén tavoitteelli-
sesti. Samalla opiskelija oppii arvioimaan matemaatti-
sesti esitetyn tiedon luotettavuutta ja sovellusaloja.

(Monitieteinen ja luova osaaminen)

Opinnot ohjaavat opiskelijaa kehittdvdan ja uudistu-
vaan otteeseen suhteessa omaan uraan ja taloudenhoi-
toon sekd yrittdjamidiseen asenteeseen. Opetus tukee
opiskelijan yrittelidisyyttd ja yrittdjamadista toimintaa
sekd opettaa tyon loppuunsaattamisen merkityksen.
Opiskeluun luodaan “yrittdjamiainen” ilmapiiri, joka
antaa vapauksia mutta kannustaa vastuunottoon. (Yh-

teiskunnallinen osaaminen)

Lapi matematiikan opintojen opiskelijaa autetaan hah-
mottamaan, ettd matematiikan avulla voidaan jasentda
ja ratkaista globaaleja ongelmia. (Eettisyys ja ympéris-

toosaaminen, Globaali- ja kulttuuriosaaminen)



PAKOLLISET OPINNOT

Luvut ja yhtalot (2 op)

Tavoitteet Moduulissa keskitytdan perusopetuksessa
opiskeltujen sisaltojen kertaamiseen ja
Moduulin tavoitteena on, etti opiskelija syventdmiseen. Moduulin aikana kiinnite-
« kertaa prosenttilaskennan periaatteet tddn erityistd huomiota siirtymiseen
« osaa kiyttdd verrannollisuutta ongel- luvuista symbolien kiytt66n. Moduulin
e e aikana voidaan keskittyd perusasioiden
« syventid murtolukujen laskutoimi- osaamisen vahvistamiseen tai osaamisen
(SiEn oseamis Ram syventdmiseen ja laajentamiseen. Moduu-
« kertaa potenssin laskusiznnét lin aikana my®6s luodaan ne opiskelutottu-
« vahvistaa ymmarrystidn funktion mukset, joihin my&hempien moduulien
Kiisitteesti opiskelu perustuu seki otetaan kaytt66n
« ymmirtii yhtilén ja yhtiloparin niitd ohjelmistoja, joita tullaan hy6édynta-
ratkaisemisen periaatteet maidn mydhemmissi opinnoissa.
« oppii kdyttiméin ohjelmistoja funk-
tion kuvaajan piirtimisessi, havain- Ohjelmistotaidot
noinnissa ja yhtiliden ratkaisemi- Moduulin tavoitteena on, etta opiskelija
SeSo - harjaantuu sujuvaan laskinohjelmien

kéyttoon peruslaskutoimitusten yhtey-
dessa (tarkka arvo ja likiarvo)

- oppii tallentamaan funktion ja laske-
maan funktion arvoja

- oppii piirtdmaan funktion kuvaajan seka
muuttamaan koordinaatiston asetuksia
tilanteeseen sopivaksi

- oppii tutkimaan funktion kuvaajaa:
havainnoimaan funktion arvoa, merkkia,
nollakohtia sekd muita leikkauspisteitd

- oppii ratkaisemaan yhtdlon symbolisesti
(ratkaise-toiminto)

- oppii ratkaisemaan yhtéléparin graafi-
sesti ja symbolisesti

- tutustuu sidhkoiseen vastaamiseen mate-
matiikassa (esim. kaavaeditorin kaytto).

—9_



Keskeiset sisallot

Tarkennuksia sisaltoihin

o lukujoukot ja peruslaskutoimitukset

o luvun vastaluku, kdanteisluku ja
itseisarvo

o prosenttilaskenta

« potenssin laskusddnnot (eksponent-
tina kokonaisluku)

o suoraan ja kddntden verrannollisuus

o funktio, kuvaajan piirto ja kuvaajan
tulkinta

o ensimmadisen asteen yhtalon ratkaise-
minen

o yhtilopari

+ neli6- ja kuutiojuuri

« potenssifunktio ja potenssiyhtélo
(asteluvut 2 ja 3)

Peruslaskutoimitukset ja laskujirjestys.
Lukujoukot luonnollisista luvuista reaali-
lukuihin, lukusuora ja lukujen suuruusjar-
jestys. Rationaaliluvun esitys murtoluku-
na, paattyvand desimaalilukuna tai jaksol-
lisena desimaalilukuna. Murtolukujen pe-
ruslaskutoimitukset mukaan lukien kdén-
teisluku ja potenssiin korotukset (n koko-
naisluku). Negatiivinen ja nollas potenssi
sekd luvun kymmenpotenssiesitys. Irratio-
naaliluku. Tarkka arvo ja likiarvo. Luvun
neli6 ja kuutio, nelié- ja kuutiojuuri: méa-
ritelmit. (Nelidjuuren laskusaannot opis-
kellaan moduulissa MAA2. Yleinen juuri
ja potenssiyhtdlo opiskellaan moduuleissa
MAA2 ja MAB4).

Prosentti. Prosenttiyksikkd, prosenttiker-
roin. Perusarvon ratkaiseminen. Vertailu-
ja muutosprosentti, perakkiiset muutok-
set. Tarkastellaan monipuolisesti ilmi6it4,
joihin liittyy prosentuaalisia muutoksia.

Verrannollisuus. Suoraan ja kddntden ver-
rannollisia suureita kdytdnnon tilanteissa.
Ongelman muotoileminen yhtéloksi. Ver-
rantomuotoisen yhtélon ratkaiseminen.

Funktio. Funktiokisitteen tdsmennys.
Muuttuja, funktion arvo, funktion lauseke
ja funktion arvon laskeminen. Muuttujan
arvon ratkaiseminen. Funktion kuvaaja ja
sen tulkitseminen: nollakohdan ratkaise-
minen algebrallisesti ja graafisesti seka
funktion merkin havainnointi. Kuvaajan
ja lausekkeen yhdistiminen. (Maarittely-
ja arvojoukko opiskellaan moduuleissa
MAA2 ja MAAS5.)

-10 -



Yhtilo ja yhtdlopari. Ensimmaisen asteen
yhtalon ja potenssiyhtdlon (n = 2,3) ratkai-
seminen. Sen tutkiminen, onko annettu
luku yhtélon ratkaisu. Nimittédjien poista-
minen yhtélostd. Lineaarisen yhtédloparin
ratkaiseminen seka sijoitus- ettd elimi-
nointimenetelmalla.

-11 -



MAA2

Funktiot ja yhtalot 1 (3 op)

Tavoitteet

Moduulin tavoitteena on, ettd opiskelija
o tutustuu ilmididen matemaattiseen
mallintamiseen polynomi-, ratio-
naali- ja juurifunktioiden avulla,
tuntee polynomi-, rationaali ja juuri-
funktioiden ominaisuudet ja osaa
ratkaista niihin liittyvid yhtaloita
sekd tietdad polynomifunktion nolla-
kohtien ja polynomin tekijoiden
vilisen yhteyden

osaa ratkaista yksinkertaisia poly-
nomiepayhtiloita

osaa kayttdd ohjelmistoja polynomi-,
rationaali- ja juurifunktioiden tutki-
misessa sekd polynomi-, rationaali- ja
juuriyhtiloiden ja polynomiepéyhta-
l6iden ratkaisemisessa sovellusten
yhteydessa.

Moduulissa tutustutaan polynomi- ja
rationaalifunktioiden sekd juurifunktioi-
den ominaisuuksiin ja niiden kéyttoon il-
mididen kuvaamisessa ja ongelmanratkai-
sussa

Ohjelmistotaidot

Moduulin tavoitteena on, etta opiskelija

- vahvistaa moduulissa MAY1 hankki-
miaan yhtalon ja yhtaloparin ratkaisemi-
seen sekd funktion tarkasteluun liittyvia
taitojaan

oppii sieventdmaan lausekkeita seka

- osaa ratkaista moduuliin kuuluvia yhta-
16itd ja epayhtdlditd graafisesti ja symbo-
lisesti; osaa madrittad ratkaisulle tarkan
arvon ja likiarvon

oppii tutkimaan, esim. liukusddtimen
avulla, miten polynomifunktion kertoi-
met vaikuttavat funktion kuvaajaan

- harjoittelee sdhkoistd vastaamista.

Keskeiset sisallot

Tarkennuksia sisaltoihin

« polynomifunktio ja -yhtdlo seka
polynomiepayhtilo

« 2. asteen yhtdlon ratkaisukaava

« polynomien tulo ja binomikaavat
(summan neli6, summan ja erotuksen
tulo)

Polynomit. Polynomilausekkeiden sieven-
tdminen ja tekijéihinjako nollakohtien
avulla. Polynomilausekkeen muodostami-
nen nollakohtien ja yhden arvon avulla.
Binomikaavat molempiin suuntiin.
(Nelioksi tdydentaminen voidaan kisitelld
vasta moduulissa MA A4.)

- 12 -



« polynomien tekijét

« potenssifunktio ja potenssiyhtélo
(eksponenttina positiivinen kokonais-
luku)

« rationaalifunktiot ja -yht&lot

o juurifunktiot ja -yhtalot

Polynomiyhtilst ja -epédyhtilot. Ensim-
madisen ja toisen asteen yhtdlon ratkaise-
minen, diskriminanttitarkastelut. Tulon
nollasdantd. Sellaiset korkeamman asteen
yhtélot, joiden ratkaiseminen perustuu
hyédynnetddn ryhmittelyd ja/tai yhteisen
tekijdn erottamista. Bikvadraattiset ja
muut toisen asteen yhtdloon palautuvat
yhtélét. Yleinen juuri ja potenssiyhtélét

(n € Z,.). Polynomiepéyhtild voidaan
ratkaista nollakohtien ja esim. kuvaajan tai
testipisteiden avulla (polynomifunktio voi
vaihtaa merkkidan vain nollakohdassa).

Funktiot. Toisen ja kolmannen asteen
polynomifunktion seké potenssifunktion
kuvaajan tyypilliset piirteet. Funktion
madrittelyjoukko (tai médrittelyehto) ja
sen vaikutus funktion kuvaajaan ja yhta-
16iden ratkaisuihin. Nelidjuuren lasku-
sadnnot ja nelidjuurilausekkeiden sieven-
taminen. Juuriyhtdlén ratkaiseminen ja
saadun ratkaisun arvioiminen (tarkista-
malla tai yhtdlon maarittely- ja nelioénko-
rotusehdon perusteella). Murtopotenssi ja
sen yhteys juureen kisitellddn moduulissa
MAAS. Rationaalilausekkeiden kisittely ja
sieventaminen. Yksinkertaiset rationaali-
yhtdlot. Rationaalifunktion merkkitarkas-
telu kasitellidn moduulissa MAA6.
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MAA3

Geometria (2 op)

Tavoitteet

Moduulin tavoitteena on, ettd opiskelija

o harjaantuu hahmottamaan ja kuvaa-
maan tilaa ja muotoa koskevaa tietoa
sekd kaksi- ettd kolmiulotteisissa
tilanteissa

« osaa soveltaa yhdenmuotoisuutta,
Pythagoraan lausetta seki suora- ja
vinokulmaisen kolmion trigono-
metriaa

o harjaantuu muotoilemaan, perustele-
maan ja kdyttimaian geometrista tie-
toa sisdltavid lauseita

o osaa kdyttdd ohjelmistoja tutkiessaan
kuvioita ja kappaleita sekd niihin liit-
tyvda geometriaa.

Moduulin aikana on luontevaa harjaan-
nuttaa opiskelijaa tekemddn havaintoja ja
etsimdén sddnnonmukaisuuksia sekd
omien tutkimusten pohjalta esittdméédn
kysymyksid, oletuksia ja padatelmid seké
perustelemaan niita.

Ohjelmistotaidot

Moduulin tavoitteena on, etta opiskelija

- oppii tutkimaan kuvioiden ominaisuuk-
sia ja sadnnénmukaisuuksia dynaamisen
geometrian ohjelmalla (esim. ympyran
keskuskulma ja kehdkulma, kolmion
merKkilliset pisteet)

oppii piirtamaan mallikuvan ja tarkista-
maan laskemalla saadun ratkaisun
tutustuu yksinkertaisten mallikuvien
piirtimiseen my0s yo-kokeen A-osan
ohjelmistoilla

oppii ratkaisemaan ongelman konstruoi-
malla kuvion tai kappaleen ja maaritta-
malld kulman, pituuden, pinta-alan tai
muun mitan hyodyntdmalld ohjelmistoa
harjaantuu laskinohjelmien rohkeaan
hy6édyntimiseen geometrian ongelmien
ratkaisemisessa (mm. laskemisessa, sie-
ventdmisessd ja yhtdlonratkaisussa seké
sinin, kosinin ja tangentin arvojen laske-
misessa ja terdvan kulman ratkaisemi-
sessa).
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Keskeiset sisallot

Tarkennuksia sisaltoihin

« kuvioiden ja kappaleiden yhdenmuo-
toisuus

« sini- ja kosinilause

» monikulmioihin liittyvien pituuksien,
kulmien ja pinta-alojen laskeminen

» ympyrén ja sen osien ja siihen liitty-
vien suorien geometria

o suoraan lierioon ja suoraan kartioon
sekd palloon liittyvien pituuksien,
pinta-alojen ja tilavuuksien laske-
minen

Suorakulmainen kolmio. Pythagoraan
lause (ja sen kadnteislause). Teravin kul-
man trigonometriset suhteet sini, kosini ja
tangentti. Muistikolmiot. (Tangenttifunk-
tio on poistettu sisalloistd ainoastaan mo-
duulissa MAAS5.)

Kolmiot ja muut monikulmiot. Monikul-
mion kulmien summa. Tasakylkisen kol-
mion ja suunnikkaan ominaisuudet. Sdan-
nolliset monikulmiot. Sini- ja kosinilause,
kolmion pinta-ala.

Kuvioiden ja kappaleiden yhdenmuotoi-
suus. Yhdenmuotoisuus ja mittakaava.
Yhdenmuotoisten kuvioiden pinta-alojen
ja yhdenmuotoisten kappaleiden tilavuuk-
sien suhde. Kolmioiden kk-yhdenmuotoi-
suuslause. Kolmion kulmanpuolittajalau-
se.

Ympyri. Kehién, kaaren ja janteen pituus.
Ympyrin, sektorin ja segmentin pinta-ala.
Kehdkulmalause. Ympyrin tangentti ja
tangenttikulmalause.

Avaruusgeometria. Kappaleisiin liittyvid
nimityksid (mm. sirmé, tahko, pohja,
vaippa; sirmio, pyramidi, tetraedri). Riit-
taa, ettd opiskelija hallitsee palloon, suo-
raan lierioon seka suoraan kartioon liitty-
vid pituus-, pinta-ala ja tilavuuslaskuja
seki yksinkertaisia avaruuskulmiin liitty-
vid laskuja (esim. kuution sisddn syntyvat
kulmat) ja piirroksia. Sisdkkaisiin ava-
ruuskappaleisiin liittyvit haastavammat
tilanteet voidaan kasitelld moduulissa
MAAI0. Kulma avaruudessa opiskellaan
tarkemmin moduulissa MAAIO.
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MAA4

Analyyttinen geometria ja vektorit (3 op)

Tavoitteet

Moduulin tavoitteena on, ettd opiskelija

o ymmirtéd, kuinka analyyttinen geo-
metria luo yhteyksid geometristen ja
algebrallisten kisitteiden vilille

o ymmirtdd yhtdlon geometrisen
merkityksen

« osaa ratkaista muotoa |f(x)| = a tai
|f(x)] = |g(x)| olevia itseisarvo-
yhtiloita

o ymmirtéa vektorikisitteen ja pereh-
tyy vektorilaskennan perusteisiin

« osaa tutkia kaksiulotteisen koordi-
naatiston pisteitd, etdisyyksid ja kul-
mia vektoreiden avulla

o osaaratkaista tasogeometrian ongel-
mia vektoreiden avulla

o osaa kidyttdd ohjelmistoja kdyrien ja
vektoreiden tutkimisessa sekd niihin
liittyvissa sovelluksissa.

Moduulissa perehdytddn geometriaan
tasokoordinaatistossa. Analyyttisen geo-
metrian menetelmit luovat yhteyden geo-
metristen ja algebrallisten kisitteiden

vilille, kun geometrinen muoto (piste-
joukko) ilmaistaan yhtdlona. Vektorilas-
kenta monipuolistaa geometrian menetel-

mid ja tuo erilaista ndkokulmaa geomet-
risten ongelmien ratkaisemiseen. Osa
moduulin keskeisista sisalloistd voidaan

kasitelld joko analyyttisen geometrian tai
vektorilaskennan keinoin. Avaruuden vek-

torit, suorat ja tasot késitellddn moduulissa
MAA10.

Ohjelmistotaidot

Moduulin tavoitteena on, etté opiskelija

- osaa piirta erilaisia tasokdyrid ja
havainnollistaa kdyraparvea esim. liuku-
saatimelld

- osaa ratkaista yhtaloryhmén symboli-
sesti (esim. paraabelin lausekkeen muo-
dostaminen annettujen pisteiden avulla)

- oppii ratkaisemaan itseisarvoyhtdlon
graafisesti ja symbolisesti sekd havain-
noimaan, miten kéyrat y = f(x) ja
y = |flw)] liittyvit toisiinsa

- harjaantuu sujuvuuteen mallikuvan piir-
tamisessd ja laskemalla saadun vastauk-
sen tarkistamisessa

- oppii piirtaméin vektoreita seka teke-
maan vektorien laskutoimituksia (vekto-
reiden yhteenlasku, luvulla kertominen,
pituuden laskeminen, yksikk6vektorin
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muodostaminen, pistetulo ja vektoreiden
vilisen kulman laskeminen) symboli-
sesti.

Keskeiset sisallot

Tarkennuksia sisaltoihin

kdyrin yhtilo

suoran, ympyrén ja paraabelin yhtalo

yhtdloryhma

suorien yhdensuuntaisuus ja
kohtisuoruus

itseisarvoyhtilo

pisteen etdisyys suorasta

vektoreiden perusominaisuudet

tason vektoreiden yhteen- ja vihen-
nyslasku seka tason vektorin kertomi-
nen luvulla

tason vektoreiden pistetulo, tason
vektoreiden vilinen kulma

Kéyran yhtilo. Karteesinen tasokoordi-
naatisto ja sen piste, suora, ympyra seké
paraabeli. Yhtilon toteuttavat xy-tason
pisteet muodostavat xy-tason kiyrin. Suo-
ran ja ympyréan yhtalot (eri esitysmuodot).
Nelioksi taydentdminen ympyrén tai
paraabelin yhtélon kisittelyn yhteydessa.
Ympyrin tangentit. Paraabeli, jonka akseli
on koordinaattiakselien suuntainen. Polt-
topiste ja johtosuora. Paraabelin yhtdlon
eri esitysmuodot (nollakohtamuotoinen ja
huippupistemuotoinen yhtalo). Yhtalopari
ja menetelmat eri leikkauspisteiden ratkai-
semiseen (kaksi suoraa, ympyra ja suora,
paraabeli ja suora jne.) Lineaarisen yhtalo-
ryhmaén ratkaisuperiaate.

Itseisarvo. Itseisarvon méaritelma ja yhta-
16t, joiden ratkaiseminen perustuu maéri-
telmaan. (Nelioonkorotusmenetelma voi-
daan esitelld, mutta itseisarvoepayhtalo on
poistettu opetussuunnitelman sisélloista.)

Vektoreiden perusominaisuudet. Vekto-
rilla on suunta ja pituus: vektori on objekti,
joka ilmaisee siirtyméa (tietyn verran,
tiettyyn suuntaan). Nollavektori. Vasta-
vektori. Yhdensuuntaiset, samansuuntai-
set, vastakkaissuuntaiset ja kohtisuorat
vektorit; naihin liittyvat merkinnat. Vek-
torin pituus, vektorin suuntainen yksikko-
vektori, vektorien valinen kulma.
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Vektorit. Tarkastelun painopiste on xy-
tason vektoreissa. Koordinaatistossa ole-
van vektorin esittdminen x- ja y-suuntais-
ten komponenttien avulla (i- ja j-kantavek-
torit). Yleinen kannan kasite voidaan
sivuuttaa. Suorien yhdensuuntaisuus ja
kohtisuoruus, suuntakulma ja suorien
valinen kulma voidaan kasitelld analyytti-
sen geometrian menetelmilld (kulmaker-
toimen avulla) tai vektorien avulla (yhden-
suuntaiset vektorit, pistetulo).
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MAAS

Funktiot ja yhtalot 2 (2 op)

Tavoitteet

Moduulin tavoitteena on, ettd opiskelija

o tutustuu ilmiéiden matemaattiseen
mallintamiseen sini- ja kosinifunkti-
oiden seki eksponentti- ja logaritmi-
funktioiden avulla

o tutkii sini- ja kosinifunktioita yksik-
koympyran symmetrioiden avulla

o osaa ratkaista sellaisia trigonometri-
sia yhtdloitd, jotka ovat tyyppid
sin f(x) = a tai sin f(x) = sin g(x)

o osaa soveltaa sini- ja kosinifunktioi-
den yhteyttd sin” x + cos>x =1

o tuntee eksponentti- ja logaritmifunk-
tioiden ominaisuudet ja osaa ratkais-
ta niihin liittyvid yhtaloita

o osaa kdyttdd ohjelmistoja funktioiden
tutkimisessa ja yhtédloiden ratkaise-
misessa sovellusten yhteydessa.

Moduuli tiydentdd moduulissa MAA2
tehtyja tarkasteluja, kun tutustutaan sini-
ja kosinifunktioiden seké eksponentti- ja
logaritmifunktioiden ominaisuuksiin ja
niiden kayttoon ilmididen kuvaamisessa
ja ongelmanratkaisussa. Moduuli antaa
mahdollisuudet ohjelmistojen monipuoli-
seen kayttoon, mm. kuvaajien hahmotta-
misessa, mallintamisessa seka yhtiloiden
ratkaisemisessa.

Ohjelmistotaidot

Moduulin tavoitteena on, etta opiskelija
osaa piirtaa yksikkdympyrén, suunnatun
kulman ja kehépisteen seka tutkia néité
(mm. symmetrioita)

osaa ratkaista moduulin piiriin kuuluvia
yhtéloita seka esittdd trigonometristen
yhtaloiden ratkaisussa esiintyvin jaksol-
lisuuden

osaa tutkia, esim. liukusd4timen avulla,
miten moduulin sisdlt6ihin kuuluvien
funktioiden lausekkeessa esiintyvit ker-
toimet vaikuttavat funktion kuvaajaan
osaa sovittaa esim. sinikdyran ja ekspo-
nenttifunktion annettuun pistejoukkoon
ilmi6td mallinnettaessa.
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Keskeiset sisallot

Tarkennuksia sisaltoihin

o suunnattu kulma ja radiaani

o yksikk6ympyra

o sini- ja kosinifunktiot symmetria- ja
jaksollisuusominaisuuksineen

o sini- ja kosiniyhtéloiden ratkaise-
minen

» murtopotenssi ja sen yhteys juureen

o eksponenttifunktiot ja -yhtilot

o logaritmi ja logaritmin laskusdaannot

o logaritmifunktiot ja -yhtélot

Trigonometriset funktiot. Sini- ja kosini-
funktio (tangenttifunktio on karsittu sisdl-
16istd; tangenttia kasitelladn edelleen suo-
rakulmaisen kolmion sivujen suhteena
moduulissa MAA3 ). Arvojoukko, sym-
metria ja jaksollisuus sekd kuvaajien pe-
rusominaisuudet. Yksinkertaisten trigono-
metristen yhtdl6iden ratkaiseminen.
Jaksollisen ilmion mallintaminen.

Eksponenttifunktio. Potenssikisitteen
yleistys rationaalisille ja reaalisille ekspo-
nenteille (kantalukuna positiivinen luku).
Kuvaajatyypit. Eksponentiaalisen kasva-
misen ja vihenemisen kuvaaminen, puo-
liintumisaika. (Neperin luku ja luonnolli-
nen logaritmi kasitellddn moduulissa
MAAS6.)

Logaritmifunktio. Logaritmin yhteys
eksponenttifunktioon ja logaritmin ylei-
nen méiritelma. Eksponentti- ja logarit-
miyhtalon ratkaiseminen. Logaritmifunk-
tion maarittelyjoukko ja kuvaajan
peruspiirteet.
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MAAé6

Derivaatta (3 op]

Tavoitteet

Moduulin tavoitteena on, ettd opiskelija

« tutustuu ilmididen matemaattisten
mallien kdyttdytymiseen derivaatan
avulla

o omaksuu havainnollisen kisityksen
funktion raja-arvosta ja jatkuvuu-
desta

o ymmartii derivaatan tulkinnan
funktion muutosnopeutena

o kykenee madrittimaan yksinkertais-
ten funktioiden derivaatat

o osaa derivoida yhdistettyja funktioita

« hallitsee funktioiden kulun tutkimi-
sen derivaatan avulla ja osaa maarit-
tad niiden ddriarvot suljetulla valilla

o osaa kdyttdd ohjelmistoja raja-arvon,
jatkuvuuden ja derivaatan tutkimi-
sessa sovellusten yhteydessa.

Moduulin keskeisend pddmaédrina on oh-
jata opiskelija sisdistimaan derivaatan k-
site funktion muutosnopeuden mittana,
hahmottamaan funktion ja sen derivaatta-
funktion valinen yhteys sekd harjaannut-
taa opiskelija kdyttdmaan derivaattaa mo-
nipuolisesti funktioiden tutkimisessa seka
adriarvo-ongelmien ratkaisemisessa. Jat-
kuvuus- ja derivoituvuustarkasteluihin
(mm. epdjatkuviin funktioihin) perehdy-
tddn moduulissa MAAI12.

Ohjelmistotaidot

Moduulin tavoitteena on, etté opiskelija

- harjaantuu sujuvaan lausekkeiden kisit-
telyyn (sieventdmiseen ja arvojen laske-
miseen) mm. erotusosamaaran lausek-
keen kasittelyssa

oppii tutkimaan raja-arvoa esim. taulu-
koimalla tai kuvaajan avulla

oppii maarittimaan raja-arvoja

oppii piirtdméan funktion kuvaajalle
sekantin ja tangentin (dynaamisesti),
madrittamadn kulmakertoimen (graafi-
nen derivointi)

osaa havainnoida derivaatan merkkii ja
funktion kasvavuutta (seki funktion ettd
derivaattafunktion) kuvaajasta

oppii derivoimaan funktion, laskemaan
derivaatan arvon ja méarittimaan deri-
vaatan nollakohdan symbolisesti
rohkaistuu ohjelmiston hyédyntimiseen
funktion derivoimisessa, yhtalonratkai-
sussa ja arvojen laskemisessa sovellusteh-
tavissa.
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Keskeiset sisallot

Tarkennuksia sisaltoihin

« funktion raja-arvo, jatkuvuus ja
derivaatta

o polynomi- ja rationaalifunktioiden
sekd juurifunktion derivaatat

« sini- ja kosinifunktioiden seka ekspo-
nentti- ja logaritmifunktioiden
derivaatat

o funktioiden tulon ja osamairéin
derivaatta

« yhdistetty funktio ja sen derivointi

o funktion kulun tutkiminen ja &ari-
arvojen miirittiminen

Raja-arvo ja jatkuvuus. Raja-arvon laske-
minen ja jatkuvuustarkastelut tilanteissa,
joissa toispuoleisia raja-arvoja ei tarvita
(esim. rationaalifunktion raja-arvo ja jat-
kuvaksi funktioksi jatkaminen tilanteessa
0 .

—). Jatkuvuus kohdassa x = g ja

valilld ]a, b[.

Derivaatta. Funktion keskimairdinen
muutosnopeus ja hetkellinen muutosnope-
us, erotusosamdédra ja funktion derivaatta
erotusosamadrdn raja-arvona. Derivaatta-
funktio. Aikaisemmissa moduuleissa koh-
dattujen alkeisfunktioiden derivoiminen
(mukaanlukien ketjusdanto yksinkertaisis-
sa tilanteissa). Kéyrdn tangentti ja nor-
maali. Neperin luku ja luonnollinen loga-
ritmi.

Funktion kulku. Kasvavan ja vihenevin
funktion maaritelmat. Funktion kulun
(kasvavuus/vahenevyys/monotonisuus)
tutkiminen seki lokaalien ddriarvojen
madrittdminen derivaatan nollakohtien ja
merkin avulla (derivaatan merkki voidaan
selvittdd kuvaajatyypin tai testipisteiden
avulla). Rationaalifunktion derivaatan
merkkitarkastelu voidaan tehda nollakoh-
dilla, maarittelyehdolla ja testipisteilld
(rationaalifunktio voi vaihtaa merkkiaan
vain nollakohdassa tai kohdassa, jossa sitéd
ei ole médritelty). Yhtdlon juurten olemas-
saolo ja yksikasitteisyys (Bolzanon lause).
Suljetulla valilld jatkuvan funktion suu-
rimman ja pienimman arvon maarittami-
nen.
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Airiarvosovellukset. Tilannetta kuvaavan
funktion muodostaminen ja méaarittelyeh-
to. Adriarvokohtien ratkaiseminen deri-
vaatan nollakohdista laskennallisesti. Suu-
rimman/pienimman arvon madrittaminen
suljetulla valilla tai funktion kulkuun ve-
doten: funktion kasvavuuden/vihenevyy-
den voi havainnoida kuvaajasta. Avaruus-
kappaleisiin liittyvit ddriarvosovellukset
kasitelladn moduulissa MA A10. Paloittain
madritelty funktio sekd raja-arvot ddretto-
myydessé kasitellddn moduulissa MAA12.
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MAA7

Integraalilaskenta (2 op)

Tavoitteet

Moduulin tavoitteena on, etti opiskelija

o ymmirtid integraalifunktion kasit-
teen ja oppii madrittimadn yksinker-
taisten funktioiden integraalifunkti-
oita

o ymmirtidd miarityn integraalin
kisitteen ja sen yhteyden pinta-alaan
sekd tutustuu numeeriseen menetel-
main madrityn integraalin maaritta-
misessa

 osaa madrittad pinta-aloja ja tila-
vuuksia madratyn integraalin avulla

o perehtyy integraalilaskennan sovel-
luksiin

o osaa kdyttdd ohjelmistoja funktion
ominaisuuksien tutkimisessa, inte-
graalifunktion miirittimisessa,
madrityn integraalin laskemisessa
sovellusten yhteydessé sekd numeeri-
sessa integroinnissa.

Moduulin keskeisend pddmadrana on, ettd
opiskelija sisdistdd integraalilaskennan
peruskaisitteet: integraalifunktion ja méaa-
ratyn integraalin, ja ymmartda niiden
vilisen yhteyden seké tutustuu joihinkin
integraalilaskennan sovelluksiin. Inte-
graalilaskentaan liittyvat jatkuvat
jakaumat kasitelldan moduulissa MAA12.

Ohjelmistotaidot
Moduulin tavoitteena on, etta opiskelija

- 24 -

osaa piirtdd pinta-alan tehtdvinannon
mukaisesti

osaa arvioida pinta-alan yla- ja alasum-
mien avulla dynaamisesti (idea maaratyn
integraalin maaritelméasta)

osaa integroida funktion ja laskea maa-
rityn integraalin arvon (tarkan arvon ja
likiarvon)

osaa havainnollistaa, esim. liukusaati-
men avulla, integroimisvakion C vaiku-
tusta integraalifunktion kuvaajaan
tutustuu pyorahdyskappaleen havainnol-
listamiseen

tutustuu menetelmiin laskea méarattyja
integraaleja numeerisesti, esim. suora-
kaidesdannon avulla.



Keskeiset sisallot

Tarkennuksia sisaltoihin

« integraalifunktio ja tarkeimpien
alkeisfunktioiden integrointi,

o miidritty integraali

o suorakaidesdanto

o pinta-alan ja tilavuuden laskeminen

Integroimistekniikat. Aikaisemmissa
moduuleissa kohdattujen alkeisfunktioi-
den integroiminen, mukaanlukien yhdis-
tetyn funktion derivoimiseen (ketjusdan-
toon) perustuva integroiminen yksinker-
taisissa tilanteissa. Integroimistekniikoita
voidaan laajentaa moduulissa MAAI12.

Mairidtty integraali. Madrityn integraa-
lin méaritelmén idea suorakaidesdannon
avulla tarkasteltuna. Madratyn integraalin
laskeminen integraalifunktion avulla
(analyysin peruslause). Mdaratyn integraa-
lin laskeminen numeerisesti (likiarvona)
suorakaidesdannon avulla.

Integraalilaskennan sovellukset. Maari-
tyn integraalin yhteys pinta-alaan ja tila-
vuuteen, pinta-alan ja tilavuuden laskemi-
nen. Tutustutaan muihin integraalilasken-
nan sovelluksiin, esim. madran laskemi-
nen muutosnopeudesta. Integraalilasken-
nan sovelluksia voidaan laajentaa moduu-
lissa MAA12.
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MAAS

Tilastot ja todennakaisyys (2 op)

Tavoitteet

Moduulin tavoitteena on, ettd opiskelija
« osaa havainnollistaa diskreettid tilas-
tollista jakaumaa sekd maarittaa ja

tulkita jakauman tunnuslukuja

« osaa havainnollistaa kahden muuttu-
jan yhteisjakaumaa sekd maarittaa
korrelaatiokertoimen ja regressio-
kdyran

o perehtyy kombinatorisiin menetel-
miin

o perehtyy todennékoisyyden kisittee-
seen ja laskusddnt6ihin

o ymmartii diskreetin todennakai-
syysjakauman kisitteen ja oppii maa-
rittdimdin jakauman odotusarvon ja
tulkitsemaan sitd

o osaa kdyttdd ohjelmistoja digitaali-
sessa muodossa olevan datan hakemi-
sessa, kisittelyssd ja tutkimisessa sekd
tilastollisen tiedon esittimisessd

o osaa hyodyntda ohjelmistoja jakau-
mien havainnollistamisessa, tunnus-
lukujen madrittimisessd sekd toden-
nikoisyyksien laskemisessa.

Moduulissa korostuu aikaisempaa enem-
min tilastojen osuus kun todennéikaisyy-
den osuutta on kevennetty. Uutena sisélto-
né opiskellaan korrelaatiota ja lineaarista
regressiota. Jatkuvat todennikoisyysja-
kaumat (kuten normaalijakauma) on siir-
retty moduuliin MAA12.

Ohjelmistotaidot

Moduulin tavoitteena on, ettd opiskelija

- harjaantuu taulukkolaskentaohjelman
sujuvaan kdyttoon, mm. soluviittaukset,
lajittelu/jarjestdminen ja suodatus (eli
oleellisen informaation erottaminen)
harjaantuu tilastollisen aineiston suju-
vaan kdsittelyyn: oppii tiivistimadn tie-
toa taulukoimalla ja madrittdmalla tun-
nuslukuja sekd havainnollistamaan
tilastoja erilaisilla kaavioilla

oppii piirtamaan hajontakuvion, sovitta-
maan regressiosuoran sekd maaritta-
médn korrelaatiokertoimen

oppii laskemaan permutaatioita ja
kombinaatioita

oppii piirtdméidn binomijakauman
kuvaajan, médrittiméan jakauman tun-
nusluvut sekd méarittimaan todenni-
koisyyksid ja ratkaisemaan kddnteisen
tilanteen

tutustuu ajankohtaisen tilastotiedon etsi-
miseen ja lataamiseen eri verkkoldhteistd
sekd tiedon kasittelyyn, kuvaamiseen ja
analysoimiseen.
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Keskeiset sisallot

Tarkennuksia sisaltoihin

o keskiluvut ja keskihajonta

o korrelaatio ja lineaarinen regressio

« Kklassinen ja tilastollinen toden-
nikoisyys

o permutaatiot ja kombinaatiot

o todennikdisyyden laskusadnnot

o binomijakauma

o diskreetti todennékdisyysjakauma

o diskreetin jakauman odotusarvo

Tilastot. Perusjoukko ja otos. Tarkastelu
voidaan rajata diskreetteihin tilastollisiin
muuttujiin. Frekvenssitaulukot ja tilastolli-
nen todennakdisyys. Tilastolliset tunnus-
luvut: vaihteluvali, keskiluvut (moodi,
mediaani, keskiarvo) ja keskihajonta (otos-
keskihajonta). Tunnuslukujen laskentape-
riaatteen ymmartiminen. Tilastolliset
kuvaajat kuten ympyradiagrammi, pylvas-
ja palkkikuvaaja sekd summafrekvenssi-
kuvaaja (viivakaavio). Kahden muuttujan
yhteisjakauma: selittdvi ja selitettava
muuttuja, hajontakuvio, lineaarisen riip-
puvuuden havainnoiminen hajontakuvios-
ta. Regressiosuora ja korrelaatiokerroin.
Regressiomallin avulla tehnyt ennusteet.

Todennidkoisyys. Klassinen todennakoi-
syys ja alkeistapausten laskemismenetel-
mié (tuloperiaate, permutaatiot ja kombi-
naatiot). Riippumattomien tapahtumien
kertolaskusdanto ja yleinen kertolasku-
sadnto. Erillisten tapahtumien yhteenlas-
kusdanto ja yleinen yhteenlaskusdanto.
Komplementtisdantd. Venn-diagrammin
hyédyntaminen laskusaantdjen havainnol-
listamisessa. Toistokoe ja binomitodenna-
koisyys.

Diskreetti todennédkoéisyysjakauma.
Satunnaismuuttuja ja pistetodennékaisyys.
Jakauman odotusarvo ja sen tulkinta.
Toistokoe, binomijakauma ja sen odotus-
arvo.
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MAA?

Talousmatematiikka (1 op)

Tavoitteet Moduuli on yhtenevd moduulin MAB7
kanssa, mikd mahdollistaa opintokokonai-
suuden muodostamisen yhteiskuntaopin
taloustiedon moduulin YH2 kanssa.
YH2-moduuliin voi yhdist4a talousmate-
matiikan moduuleja sekd pitkén ettd
lyhyen matematiikan oppimaaristd. On
mahdollista muodostaa nididen kaikkien
kolmen moduulin yhteinen opintojakso tai
kaksi eri opintojaksoa: YH2+MAB?7 tai
YH2+MAAO.

Moduulin tavoitteena on, ettd opiskelija

o oppii hyodyntimain matemaattisia
valmiuksiaan resurssien riittavyy-
teen, talouden suunnitteluun, yritta-
jyyteen ja kannattavuuden laskentaan

o soveltaa lukujonojen kaavoja talou-
teen liittyvissd matemaattisissa ongel-
missa

o oppii sovittamaan taloudellisiin
tilanteisiin matemaattisia malleja ja
ymmairtad niiden rajoitukset

o osaa hyodyntda ohjelmistoja laskel-
mien tekemisessi ja sovellusten yhtey-
dessi.

Ohjelmistotaidot

Moduulin tavoitteena on, etté opiskelija
oppii hyodyntdmaan symbolista lasken-
taa talousmatematiikan laskuissa, esim.
annuiteettilainan yhteydessa

oppii tekemddn lukujonoihin liittyvid
laskuja: esim. tallentaa lukujonon funk-
tiona f(n), laskea lukujonon jaseni ja
ratkaista yhtaloita

oppii tekeméén lainalaskelmia (esim.
taulukkolaskentaohjelmassa)

tutustuu esim. verkosta 16ytyvien lasku-
reiden (esim. hiilijalanjdlki) laskenta-
periaatteisiin.
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Keskeiset sisallot

Tarkennuksia sisaltoihin

o aritmeettinen ja geometrinen luku-
jono ja niiden summat

o korkolaskut: koron korko, nykyarvo
ja diskonttaus

o talletukset ja lainat

« taloudellisiin tilanteisiin soveltuvia
matemaattisia malleja, joissa hyodyn-
netddn lukujonoja ja summia

Lukujonot. Rajoitutaan aritmeettiseen ja
geometriseen lukujonoon ja summaan.
Sovelluksina tarkastellaan esim. perakkai-
sid sijoituksia (kuten talletuksia) ja sijoi-
tusten kokonaisarvoa. Talouden sovellus-
ten lisdksi voidaan tarkastella esim. ekolo-
gisten resurssien riittavyyttd kuten luon-
nonvarojen riittavyyslaskelmia (esim. fos-
siilisten polttoaineiden kuten 6ljyn, ruuan
ja puhtaan veden riittdvyys).

Korkolaskenta. Koronkorkolaskussa tu-
tustutaan yleisiin kaytantoihin korkoaiko-
jen laskemisessa, tulosten pyodristimisessé
jne. Koronkorko- ja diskonttausmenetelma:
kasvanut padoma, eriaikaisten maksujen
nykyarvo.

Lainat. Peruskaisitteet (lainapddoma,
lyhennys, takaisinmaksuer jne.). Eri lai-
namuodot (asuntolaina, opintolaina, kulu-
tusluotto, pikavippi) ja takaisinmaksuperi-
aatteet (tasalyhennyslaina, tasaera- eli
annuiteettilaina ja kiinted tasaerdlaina)
seki lainan hoito (lyhennysten, korkojen ja
jaljelld olevan lainan méaran laskeminen
eri lainamuodoissa, ja eri lainamuotojen
vertailu).
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VALTAKUNNALLISET VALINNAISET OPINNOT

3D-geometria (2 op)

Tavoitteet

Moduulin tavoitteena on, ettd opiskelija
« syventid vektorilaskennan tuntemus-
taan ja oppii kdyttimain vektoreita

kolmiulotteisessa avaruudessa

« oppii tutkimaan xyz-koordinaatiston
pisteitd, suoria ja tasoja vektoreiden
avulla

« vahvistaa avaruusgeometrian osaa-
mistaan ddriarvosovellusten yhtey-
dessa

o tutustuu kahden muuttujan
funktioon

« osaa kayttaa ohjelmistoja vektorei-
den, suorien, tasojen ja pintojen
havainnollistamissa seké vektori-
laskennassa.

Moduulissa tdydennetdan avaruusgeomet-
rian sekd vektorilaskennan siséltojé ja
tutustutaan xyz-avaruuden suoriin, tasoi-
hin ja pintoihin.

Ohjelmistotaidot

Moduulin tavoitteena on, etté opiskelija
osaa piirtdd avaruuden pisteitd, vektorei-
ta, suoria ja tasoja sekd pintoja

osaa laskea vektorien piste- ja ristitulon
osaa ratkaista lineaarisen yhtéloryhméan
symbolisesti ja graafisesti

- osaa hy6dyntda ohjelmistoja ddriarvo-
sovelluksissa (derivoiminen, nollakohtien
ratkaiseminen, kulun havainnointi)
oppii piirtimédn ja havainnoimaan kah-
den muuttujan funktion kuvaajaa, laskea
funktion arvon sekd méirittdd ja havain-
nollistaa tasa-arvokayria.

Keskeiset sisallot

Tarkennuksia sisaltoihin

« vektoriesitys kolmiulotteisessa
koordinaatistossa

o piste- ja ristitulo

o piste, suora ja taso avaruudessa

Vektorit. xyz-avaruuden vektorit. Suoran
suuntavektori ja suoran parametrimuotoi-
nen yhtils. Tason suuntavektorit ja nor-
maalivektori. Ristitulon laskeminen ohjel-
mistolla ja ilman. (Tarkastelun painopiste
on kuitenkin ristitulon sovelluksissa, esim.
tason normaalivektorin maarittiminen,
jolloin ristitulon voi maarittad ohjelmistol-
la). Kulmiin liittyvid laskuja vektorien
avulla.
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Avaruuskappaleet ja ddriarvosovellukset.
Sisdkkdisiin avaruuskappaleisiin liittyvat
haastavammat tilanteet sekd avaruuskap-
paleisiin liittyvat dariarvosovellukset
(derivaattatarkastelut).

o kulma avaruudessa

o yhden muuttujan differentiaali- ja
integraalilaskennan sovelluksia

avaruusgeometriassa . . . .
8 Kahden muuttujan funktio. Reaaliarvoi-

set funktiot. Kuvaajan piirtdiminen ja ha-
vainnointi. Kriittisen pisteen havainnointi
kuvaajasta. Funktion arvo ja tasa-arvokay-
ra.

o kahden muuttujan funktio ja pinta
avaruudessa
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MAA11

Algoritmit ja lukuteoria (2 op]

Tavoitteet

Moduulin tavoitteena on, ettd opiskelija

o tietdd mikd on algoritmi sekid oppii
tutkimaan, kuinka algoritmit
toimivat

« oppii toteuttamaan yksinkertaisia
algoritmeja ohjelmoimalla

« perehtyy logiikan kasitteisiin

o hallitsee lukuteorian peruskisitteet ja
perehtyy alkulukujen ominaisuuksiin

« osaa tutkia kokonaislukujen jaolli-
suutta.

Ohjelmistotaidot

Moduulissa kéytetdan ohjelmointia apuna,
kun tutkitaan lukujen ominaisuuksia ja
erilaisia algoritmeja. Keskeisend padmaara-
né on kokonaisuuksien ymmaértdminen ja
mielenkiinnon herattdminen.

Esimerkiksi: Laadi ohjelma, joka

- tulostaa lukujen a ja b jakoyhtélon

- tulostaa jadnnosluokka a mod n sata
pieninta positiivista jasenta

- tutkii, onko n alkuluku perdkkaisilla
jakolaskuilla, joissa jakajina

2,3,4,..,4/n.

Ohjelmoimalla voidaan ratkaista lisaksi

esimerkiksi seuraavia ongelmia:

- nelidjuuren likiarvon laskeminen

- funktion nollakohdan etsiminen
puolitusmenetelmalld

- yhtélon ratkaiseminen Newtonin
menetelmalla

- alkulukututkimus Monte-Carlo-
menetelmalla.

Keskeiset sisallot

Tarkennuksia sisaltoihin

o algoritmisen ajattelun peruskisitteet:
perikkiisyys, valinta ja toisto

» vuokaavio

Logiikka. Ja, tai ja ei-konnektiivit seké
yksinkertaiset totuustaulut. Todistamista
ei kisitelld erillisend sisaltona.
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yksinkertaisten algoritmien, kuten Ohjelmointi. Ohjelmointi toteutetaan

lajittelualgoritmien tai yhtdlon jollakin ohjelmointikielelld, esimerkiksi

numeeriseen ratkaisuun liittyvéin Pythonilla. Opetussuunnitelman tavoittei-

algoritmin ohjelmointi ta ei voi saavuttaa pelkilla taulukkolasken-
nalla.

konnektiivit ja totuusarvot

kokonaislukujen jaollisuus, jako-
yhtilo ja kongruenssi

Eukleideen algoritmi

aritmetiikan peruslause
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MAA12

Analyysi ja jatkuva jakauma (2 op)

Tavoitteet

Moduulin tavoitteena on, ettd opiskelija

syventdd ymmadrrystidn analyysin
peruskaisitteista

osaa muodostaa ja tutkia aidosti
monotonisten funktioiden kéénteis-
funktioita

taydentdd integraalilaskennan
taitojaan

perehtyy jatkuvan todennikoisyys-
jakauman kisitteeseen ja oppii sovel-
tamaan normaalijakaumaa

osaa kdyttdd ohjelmistoja funktion
ominaisuuksien tutkimisessa ja epd-
oleellisten integraalien laskemisessa
sovellusten yhteydessa.

Moduulissa syvennetédin ja laajennetaan
analyysiin liittyvien késitteiden hallintaa ja
menetelmid.

Ohjelmistotaidot

Moduulin tavoitteena on, etté opiskelija

- oppii piirtdméin paloittain méaritellyn
funktion

- osaa tutkia funktioiden jatkuvuutta ja
derivoituvuutta kuvaajan avulla seka
laskennallisesti

- 0saa maarittad raja-arvoja (myos daretto-
myvydessa)

- oppii médrittimaan kaanteisfunktion
lausekkeen (yhtélon avulla) ja kdédnteis-
funktion maérittelyjoukon

- osaa laskea epéoleellisia integraaleja
raja-arvon avulla

- oppii piirtiméain normaalijakauma-
kuvaajia

- oppii médrittdimaan normaalijakaumaan
liittyvid todennakoisyyksid ja ratkaise-
maan kéddnteisen tilanteen sekd ratkaise-
maan tuntemattoman odotusarvon tai
keskihajonnan symbolisesti tilanteissa,
jotka eivat vaadi normittamista
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Keskeiset sisallot

Tarkennuksia sisaltoihin

o paloittain mairitelty funktio

o funktion jatkuvuuden ja derivoitu-
vuuden tutkiminen

« jatkuvien ja derivoituvien funktioi-
den yleisid ominaisuuksia

« kainteisfunktio

o funktioiden raja-arvot ddrettomyy-
dessd

o epdoleelliset integraalit

o jatkuvat jakaumat, normaalijakauma
ja normittaminen

Analyysin peruskisitteet. Kerrataan ja
syvennetdin moduuleissa MAAG6 ja MAA7
opiskeltuja analyysin kisitteitd: funktion
madrittely- ja arvojoukko, raja-arvo, jatku-
vuus ja derivoituvuus, derivaatta ja deri-
vaattafunktio, integraalifunktio ja maarat-
ty integraali. Toispuoleinen raja-arvo ja
derivaatta. Esimerkkeja epdjatkuvista
funktioista sekd funktioista, jotka ovat
jatkuvia mutta eivit ole derivoituvia (esim.
itseisarvofunktio). Moduulissa voidaan
esim. syventdd ja laajentaa derivaatta-
tarkasteluja (mm. 2. kertaluvun derivaatta)
tai integroimistekniikoita tai tutustua
madratyn integraalin sovelluksiin (mm.
kéyran pituus, pyordhdyskappaleen vaipan
pinta-ala, funktion keskiarvo).

Jatkuvien funktioiden yleiset ominai-
suudet. Lukio-opinnoissa esiintyvit al-
keisfunktiot ja itseisarvofunktio ovat maa-
rittelyjoukossaan jatkuvia. Bolzanon lau-
se: tietylla vililla jatkuvan funktion eri-
merkKkisten arvojen vilissa on nollakohta.
Jatkuva funktio voi siis vaihtaa merkkidan
vain nollakohdassa (tai kohdassa, jossa sité
ei ole médritelty). Suljetulla vililld jatkuva
funktio saa pienimmin ja suurimman
arvonsa sekd kaikki arvot ndiden vilissa.

Derivoituvien funktioiden yleiset omi-
naisuudet. Lukio-opinnoissa esiintyvét
alkeisfunktiot ja itseisarvofunktio ovat
madrittelyjoukossaan derivoituvia (paitsi
juurifunktiot ja itseisarvofunktio kohdassa
x = 0). Derivoituva funktio on jatkuva,
mutta jatkuva funktio ei valttdmatta ole
derivoituva. Derivaatan merkin yhteys
funktion kulkuun ja dariarvoihin (ml.
monotonisuuden tutkiminen). Sovelluksi-
na esim. yhtalon juurten olemassaolon ja
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lukumadran tutkiminen sekd epayhtilo-
tarkastelut.

Kaénteisfunktio. Ehto olemassaolo: bijek-
tiivisyys. Esim. aidosti monotonisella
funktiolla on kdanteisfunktio. Méarittely-
ja arvojoukko. Lausekkeen ratkaiseminen.
Funktion ja kddnteisfunktion kuvaajat
ovat toistensa peilikuvia suoran y = x suh-
teen (mistd seuraa mm. etta niiden deri-
vaatat ovat vastinpisteissé toistensa kddn-
teislukuja).

Raja-arvot ja epdoleellinen integraali.
Raja-arvot ddrettomyydessi ja raja-arvona
adreton. Sovelluksena esim. rationaali-
funktion asymptootit (pysty- ja vaakasuo-
rat) ja arvojoukko. Raja-arvojen maaritta-
minen laskemalla (supistukset ja sieven-
nykset, esim. lim (Vx*+x —x). Epdoleelli-
sen integraalin mairitelma raja-arvona:
tapaukset, joissa integrointivili rajoitta-
maton tai funktion arvojoukko rajoittama-
ton.

Jatkuvat jakaumat. Tiheysfunktio ja ker-
tymafunktio. Todennédkoéisyyden ja odo-
tusarvon madrittdminen integraalilasken-
nan keinoin (ohjelmistolla). Normaalija-
kauman perusominaisuuksien (mm. sym-
metria) tunteminen ja esimerkkejé nor-
maalijakaumamallin kaytostd sovelluksis-
sa. Normittamisen periaate ja eri normaa-
lijakaumien vertailu. Binomijakauman
yhteys normaalijakaumaan esimerkin-
omaisesti tarkastellen.
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